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Аннотация
В работе для произвольного моноида𝑀(𝑃𝐸) с экспоненциальной последовательностью
простых чисел 𝑃𝐸 типа 𝑞 решается обратная задача, то есть нахождение асимптотики для
функции распределения элементов моноида 𝑀(𝑃𝐸), исходя из асимптотики распределе-
ния простых чисел последовательности простых чисел 𝑃𝐸 типа 𝑞.
Для решения этой задачи вводится понятие произвольной экспоненциальной после-
довательности натуральных чисел типа 𝑞 и рассматривается моноид, порожденный этой
последовательностью. С помощью двух гомоморфизмов таких моноидов задача о распре-
делении плотности сводится к аддитивной задаче Ингама.
Показано, что для этого класса моноидов понятие степенной плотности не работает.
Введено новое понятие 𝐶 логарифмической 𝜃-степенной плотности.
Показано, что любой моноид 𝑀(𝑃𝐸) для произвольной экспоненциальной последо-
вательности простых 𝑃𝐸 типа 𝑞 имеет 𝐶 логарифмическую 𝜃-степенную плотность с
𝐶 = 𝜋
√︁
2
3 ln 𝑞 и 𝜃 =
1
2 .
Ключевые слова: дзета-функция Римана, ряд Дирихле, дзета-функция моноида нату-
ральных чисел, эйлерово произведение, экспоненциальная последовательность простых, 𝐶
логарифмическая 𝜃-степенная плотность.
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Abstract
In this paper, for an arbitrary monoid 𝑀(𝑃𝐸) with an exponential sequence of primes 𝑃𝐸
of type 𝑞, the inverse problem is solved, that is, finding the asymptotic for the distribution
function of elements of the monoid 𝑀(𝑃𝐸), based on the asymptotic distribution of primes of
the sequence of primes 𝑃𝐸 of type 𝑞.
To solve this problem, we introduce the concept of an arbitrary exponential sequence of
natural numbers of the type 𝑞 and consider the monoid generated by this sequence. Using two
homomorphisms of such monoids, the density distribution problem is reduced to the additive
Ingham problem.
It is shown that the concept of power density does not work for this class of monoids. A new
concept of 𝐶 logarithmic 𝜃-power density is introduced.
It is shown that any monoid 𝑀(𝑃𝐸) for an arbitrary exponential sequence of primes 𝑃𝐸 of
type 𝑞 has 𝐶 logarithmic 𝜃-power density with 𝐶 = 𝜋
√︁
2
3 ln 𝑞 and 𝜃 =
1
2 .
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1. Введение
В работе [14] дано следующее определение экспоненциальной последовательности простых
чисел.
Определение 1. Пусть 𝑞 > 2 — произвольное натуральное число, тогда бесконечная по-
следовательность простых чисел 𝑝1 < 𝑝2 <. . .< 𝑝𝑛 <. . . называется экспоненциальной типа
𝑞, если выполняются соотношения 𝑞 6 𝑝1 < 𝑞2, 𝑞𝜈 < 𝑝𝜈 < 𝑞𝜈+1 (𝜈 > 2).
В силу постулата Бертрана, доказанного П. Л. Чебышёвым (см. [26]), для любого 𝑞 > 2
существует бесконечно много экспоненциальных последовательностей простых чисел типа 𝑞.
В работе [14] было дано определение
Определение 2. Для любого множества 𝐴 натуральных чисел дзета-функция 𝜁(𝐴|𝛼)
определяется равенством
𝜁(𝐴|𝛼) =
∑︁
𝑥∈𝐴
1
𝑥𝛼
(𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 𝜎𝐴). (1)
Если множество 𝐴 конечное, то равенство (1) задает дзета-функцию 𝜁(𝐴|𝛼) на всей ком-
плексной 𝛼-плоскости. Если множество 𝐴 бесконечное, то равенство (1) задает дзета-функцию
𝜁(𝐴|𝛼) только при 𝜎 > 𝜎𝐴, при этом обязательно в точке 𝛼 = 𝜎𝐴 будет полюс первого порядка
и 0 6 𝜎𝐴 6 1, так как это следует из свойств дзета-ряда для дзета-функции 𝜁(𝛼) (см. [24],
[26]). Отметим, что при 𝜎 > 𝜎𝐴 ряд абсолютно сходится, а при 𝜎 > 𝜎0 для любого 𝜎0 > 𝜎𝐴 ряд
равномерно сходится.
Пусть 𝑃𝐸 = {𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛, . . .} — экспоненциальная последовательность простых чисел
типа 𝑞 и 𝑀(𝑃𝐸) — моноид натуральных чисел, образованный с помощью 𝑃𝐸. В работе [14]
доказана следующая теорема.
Теорема 1. Для любого 𝑞 > 2 и любой экспоненциальной последовательности простых
чисел 𝑃𝐸 = {𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛, . . .} типа 𝑞 дзета-ряд для дзета-функции 𝜁(𝑀(𝑃𝐸))|𝛼) абсолютно
сходится для любого 𝛼 в полуплоскости 𝜎 > 0 и равномерно в полуплоскости 𝜎 > 𝜎0 для
любого 𝜎0 > 0.
В работе [18] была высказана гипотеза о "заградительном ряде" для дзета-функции
𝜁(𝑀(𝑃𝐸))|𝛼), которая была доказана в работе [17]. Тем самым было установлено, что для
этой дзета-функции её область голоморфности совпадает с правой полуплоскостью 𝜎 > 0.
В работе [15] доказана теорема о количестве простых элементов в моноиде 𝑀(𝐴), не
превосходящих 𝑥, которое будем обозначать через 𝜋𝑃 (𝑀)(𝑥). В общем случае это непро-
стая задача, однако для случая любой экспоненциальной последовательности простых чисел
𝑃𝐸 = {𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛, . . .} типа 𝑞 и моноида 𝑀(𝑃𝐸) можно дать удовлетворительный ответ.
Теорема 2. Для любого 𝑞 > 2 и любой экспоненциальной последовательности простых
чисел 𝑃𝐸 = {𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛, . . .} типа 𝑞 для количества простых элементов в моноиде𝑀(𝑃𝐸),
не превосходящих 𝑥, справедливо равенство
𝜋𝑃𝐸(𝑥) =
ln𝑥
ln 𝑞
− 𝜃𝑃𝐸(𝑥),
где 0 6 𝜃𝑃𝐸(𝑥) =
{︁
ln𝑥
ln 𝑞 − ln 𝑝𝑛ln 𝑞
}︁
+
{︁
ln 𝑝𝑛
ln 𝑞
}︁
< 2 при 𝑞𝑛 6 𝑥 < 𝑞𝑛+1.
В работе [16] было дано определение 𝜎-последовательности P𝜎 простых чисел.
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Определение 3. Последовательность P𝜎 простых чисел называется 𝜎-последователь-
ностью, если
P𝜎 = {𝑝1 < 𝑝2 < . . . < 𝑝𝑛 < . . .}
и найдется 𝑁𝜎 такое, что для любого 𝑛 > 𝑁𝜎 выполняются неравенства
𝑛𝜎 6 𝑝𝑛 < (𝑛+ 1)𝜎. (2)
Нам потребуется теорема Ингама о простых числах в следующей формулировке (см. [25],
стр. 66).
Теорема 3. Существует 𝑋𝐼 > 1 такое, что для любого 𝑥 > 𝑋𝐼 найдется простое число
𝑝𝑥, для которого выполнены неравенства
𝑥3 6 𝑝𝑥 6 (𝑥+ 1)3. (3)
Из этой теоремы сразу следует следующее утверждение.
Пусть 𝜎 > 3 и 𝑋𝐼,𝜎 = 𝑋
3
𝜎
𝐼 , тогда для любого 𝑥 > 𝑋𝐼,𝜎 найдется простое число 𝑝𝑥,𝜎, для
которого выполнены неравенства
𝑥𝜎 6 𝑝𝑥,𝜎 6 (𝑥+ 1)𝜎. (4)
Из следствия из теоремы Ингама следует, что 𝜎-последовательности простых чисел суще-
ствуют для любого 𝜎 > 3.
Остановимся на вопросе о распределении простых чисел в 𝜎-последовательности P𝜎 про-
стых чисел. Обозначим количество простых чисел в 𝜎-последовательности P𝜎 простых чисел,
не превосходящих 𝑥 через 𝜋P𝜎(𝑥). В работе [16] доказана следующая теорема.
Теорема 4. При 𝑥 > 𝑁𝜎 : 𝜎 для функции 𝜋P𝜎(𝑥) справедливы равенства
𝜋P𝜎(𝑥) = 𝑥
1
𝜎 + 𝜃(𝑥), (5)
где −2 < 𝜃(𝑥) < −1.
Теоремы 2 и 4 непосредственно связаны с тематикой работ Б. М. Бредихина [2]–[10]. Следуя
этим работам, определим функции 𝜈𝑀(𝑃𝐸)(𝑥) и 𝜈𝑀(P𝜎)(𝑥) с помощью равенств:
𝜈𝑀(𝑃𝐸)(𝑥) =
∑︁
𝑛∈𝑀(𝑃𝐸), 𝑛6𝑥
1, 𝜈𝑀(P𝜎)(𝑥) =
∑︁
𝑛∈𝑀(P𝜎), 𝑛6𝑥
1.
Целью данной и следующих работ будет решение обратной задачи для функций 𝜈𝑀(𝑃𝐸)(𝑥)
и 𝜈𝑀(P𝜎)(𝑥), т. е. нахождение асимптотики для этих функций, зная асимптотики для функций
𝜋𝑃𝐸(𝑥) и 𝜋P𝜎(𝑥).
2. Вспомогательные леммы
Пусть 𝑀 — произвольный моноид натуральных чисел с однозначным разложением на
простые элементы, 𝑃 (𝑀) — множество его простых элементов и функции 𝜈𝑀 (𝑥), 𝜋𝑃 (𝑀)(𝑥)
заданы равенствами
𝜈𝑀 (𝑥) =
∑︁
𝑛∈𝑀,𝑛6𝑥
1, 𝜋𝑃 (𝑀)(𝑥) =
∑︁
𝑞∈𝑃 (𝑀), 𝑞6𝑥
1.
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Лемма 1. Справедливо равенство
𝜈𝑀 (𝑥) ln𝑥 =
𝑥∫︁
1
𝜈𝑀 (𝑢)
𝑑𝑢
𝑢
+
∑︁
𝑘>1
∑︁
𝑞∈𝑃 (𝑀), 𝑞6𝑥
𝜈𝑀
(︂
𝑥
𝑞𝑘
)︂
ln 𝑞. (6)
Доказательство. Обозначим через Π𝑀 (𝑥) произведение всех элементов из моноида 𝑀 ,
непревосходящих 𝑥:
Π𝑀 (𝑥) =
∏︁
𝑛∈𝑀,𝑛6𝑥
𝑛,
тогда, в силу однозначности разложения на простые элементы в моноиде 𝑀 , получим
Π𝑀 (𝑥) =
∏︁
𝑞∈𝑃 (𝑀), 𝑞6𝑥
𝑞𝛽𝑀,𝑞(𝑥),
где 𝛽𝑀,𝑞(𝑥) — показатель степени, с которым простой элемент 𝑞 входит в произведение Π𝑀 (𝑥).
По аналогии с формулой для факториала имеем:
𝛽𝑀,𝑞(𝑥) =
∑︁
𝑘>1
𝜈𝑀
(︂
𝑥
𝑞𝑘
)︂
.
Отсюда после логарифмирования получим
∑︁
𝑛∈𝑀,𝑛6𝑥
ln𝑛 =
∑︁
𝑞∈𝑃 (𝑀), 𝑞6𝑥
∑︁
𝑘>1
𝜈𝑀
(︂
𝑥
𝑞𝑘
)︂
ln 𝑞. (7)
Применяя теорему Абеля (см. [26], стр. 106) при 𝑀 = {1 = 𝜆1 < 𝜆2 < . . .}, 𝑎𝑛 = 1, 𝜙(𝑥) = ln𝑥,
𝐴(𝑥) =
∑︀
𝜆𝑛6𝑥 𝑎𝑛 = 𝜈𝑀 (𝑥) к левой части последнего равенства, получим
∑︁
𝑛∈𝑀,𝑛6𝑥
ln𝑛 = 𝜈𝑀 (𝑥) ln𝑥−
𝑥∫︁
1
𝜈𝑀 (𝑡)
𝑑𝑡
𝑡
. (8)
Заменяя левую часть в (8) на правую часть из (7), получим утверждение леммы
𝜈𝑀 (𝑥) ln𝑥 =
𝑥∫︁
1
𝜈𝑀 (𝑢)
𝑑𝑢
𝑢
+
∑︁
𝑘>1
∑︁
𝑞∈𝑃 (𝑀), 𝑞6𝑥
𝜈𝑀
(︂
𝑥
𝑞𝑘
)︂
ln 𝑞.
2
Лемма 2. Пусть 𝑞 > 2 и 𝑃𝐸 = {𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛, . . .} — экспоненциальная последователь-
ность простых чисел типа 𝑞. Справедливо неравенство3
∏︁
𝑝𝑗6𝑥
(︂
1− 1
𝑝𝑗
)︂−1
= exp
⎛⎝ ln 𝑝1
ln 𝑞
ln
(︂
1− 1
𝑝1
)︂−1
+
1
ln 𝑞
∑︁
𝑘>1
1
𝑘2𝑝𝑘1
−𝑂
(︂
ln
(︂
1− 1
𝑝1
)︂)︂⎞⎠ , (9)
где 𝑥 > 𝑝1 > 1.
3Здесь и далее, как обычно, exp(𝑥) = 𝑒𝑥.
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Доказательство. Действительно,
∏︁
𝑝𝑗6𝑥
(︂
1− 1
𝑝𝑗
)︂−1
= exp
⎛⎝∑︁
𝑘>1
∑︁
𝑝𝑗6𝑥
1
𝑘𝑝𝑘𝑗
⎞⎠ .
Применяя к внутренней сумме по 𝑝𝑗 теорему Абеля, получим
∑︁
𝑝𝑗6𝑥
1
𝑘𝑝𝑘𝑗
=
𝜋𝑃𝐸(𝑥)
𝑘𝑥𝑘
+
𝑥∫︁
𝑝1
𝜋𝑃𝐸(𝑡)
𝑡𝑘+1
𝑑𝑡.
Применим теорему 2, получим
∑︁
𝑝𝑗6𝑥
1
𝑘𝑝𝑘𝑗
=
ln𝑥
ln 𝑞 − 𝜃𝑃𝐸(𝑥)
𝑘𝑥𝑘
+
𝑥∫︁
𝑝1
ln 𝑡
ln 𝑞 − 𝜃𝑃𝐸(𝑡)
𝑡𝑘+1
𝑑𝑡.
Отсюда следует, что
∑︁
𝑘>1
∑︁
𝑝𝑗6𝑥
1
𝑘𝑝𝑘𝑗
=
(︂
ln𝑥
ln 𝑞
− 𝜃𝑃𝐸(𝑥)
)︂
ln
(︂
1− 1
𝑥
)︂−1
+
ln 𝑝1
ln 𝑞
ln
(︂
1− 1
𝑝1
)︂−1
− ln𝑥
ln 𝑞
ln
(︂
1− 1
𝑥
)︂−1
+
+
1
ln 𝑞
∑︁
𝑘>1
1
𝑘2
(︂
1
𝑝𝑘1
− 1
𝑥𝑘
)︂
− 𝜃1 ln
1− 1𝑝1
1− 1𝑥
=
ln 𝑝1
ln 𝑞
ln
(︂
1− 1
𝑝1
)︂−1
+
1
ln 𝑞
∑︁
𝑘>1
1
𝑘2𝑝𝑘1
−
−𝑂
(︂
ln
(︂
1− 1
𝑝1
)︂
+
1
𝑥
)︂
→ ln 𝑝1
ln 𝑞
ln
(︂
1− 1
𝑝1
)︂−1
+
1
ln 𝑞
∑︁
𝑘>1
1
𝑘2𝑝𝑘1
−𝑂
(︂
ln
(︂
1− 1
𝑝1
)︂)︂
(𝑥→∞),
где 0 6 𝜃1 < 2. 2
Лемма 3. Пусть 𝑞 > 2 и 𝑃𝐸 = {𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛, . . .} — экспоненциальная последователь-
ность простых чисел типа 𝑞. Справедливо неравенство
𝜈𝑀(𝑃𝐸)(𝑥) 6 𝑥 exp
⎛⎝ ln 𝑝1
ln 𝑞
ln
(︂
1− 1
𝑝1
)︂−1
+
1
ln 𝑞
∑︁
𝑘>1
1
𝑘2𝑝𝑘1
−𝑂
(︂
ln
(︂
1− 1
𝑝1
)︂)︂⎞⎠ , (10)
где 𝑥 > 𝑝1 > 1.
Доказательство. Действительно,
∑︁
𝑛∈𝑀(𝑃𝐸), 𝑛6𝑥
1
𝑛
6
∏︁
𝑝𝑗6𝑥
(︂
1− 1
𝑝𝑗
)︂−1
.
Отсюда и из леммы 2 следует, что
∑︁
𝑛∈𝑀(𝑃𝐸), 𝑛6𝑥
1
𝑛
6 exp
⎛⎝ ln 𝑝1
ln 𝑞
ln
(︂
1− 1
𝑝1
)︂−1
+
1
ln 𝑞
∑︁
𝑘>1
1
𝑘2𝑝𝑘1
−𝑂
(︂
ln
(︂
1− 1
𝑝1
)︂)︂⎞⎠ .
По теореме Абеля ∑︁
𝑛∈𝑀(𝑃𝐸), 𝑛6𝑥
1
𝑛
=
𝜈𝑀(𝑃𝐸)(𝑥)
𝑥
+
𝑥∫︁
1
𝜈𝑀(𝑃𝐸)(𝑡)
𝑡2
𝑑𝑡.
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Следовательно,
𝜈𝑀(𝑃𝐸)(𝑥) 6 𝑥 exp
⎛⎝ ln 𝑝1
ln 𝑞
ln
(︂
1− 1
𝑝1
)︂−1
+
1
ln 𝑞
∑︁
𝑘>1
1
𝑘2𝑝𝑘1
−𝑂
(︂
ln
(︂
1− 1
𝑝1
)︂)︂⎞⎠ .
2
Мы видим, что в данном случае подход Б. М. Бредихина не работает, так как мы заведомо
имеем случай для моноида 𝑀(𝑃𝐸), когда отсутствует степенная 𝜃-плотность, так как при
степенной плотности невозможна асимптотическая формула из теоремы 2. Далее мы будем
опираться на аддитивную теорему Ингама, но нам удастся получить только две асимптоти-
ческие оценки сверху и снизу.
3. О двух гомоморфизмах моноида с экспоненциальной последо-
вательностью простых
Пусть 𝐺 — произвольная свободная коммутативная мультипликативная полугруппа с ней-
тральным элементом 𝑒 и со счетным числом образующих элементов 𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝜈 , . . . , мно-
жество которох будем обозначать через Ω(𝐺).
Рассмотрим произвольный гомоморфизм 𝑁(𝑔) полугруппы 𝐺 в мультипликативный мо-
ноид N натуральных чисел, обладающий тем свойством, что в полугруппе 𝐺 имеется только
конечное число элементов 𝑔 с 𝑁(𝑔) 6 𝑥 для любого вещественного 𝑥. Обозначим через 𝑀
его образ. Это будет мультипликативный моноид натуральных чисел 𝑀 = 𝑁(𝐺). Вслед за
Б. М. Бредихиным (см. [2]), рассмотрим дзета-функцию полугруппы 𝐺
𝜁𝐺(𝛼) =
∑︁
𝑔∈𝐺
1
𝑁𝛼(𝑔)
, 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 𝜎𝐺,
где 𝜎𝐺 — абсцисса абсолютной сходимости ряда Дирихле для дзета-функции полугруппы 𝐺.
В силу мультипликативности гомоморфизма имеет место разложение в эйлерово произве-
дение
𝜁𝐺(𝛼) = 𝑃𝐺(𝛼) =
∞∏︁
𝜈=1
(︂
1− 1
𝑁𝛼(𝜔𝜈)
)︂−1
в правой полуплоскости 𝜎 > 𝜎𝐺.
Рассмотрим дзета-функцию моноида 𝑀 = 𝑁(𝐺)
𝜁(𝑀 |𝛼) =
∑︁
𝑛∈𝑀
1
𝑛𝛼
, 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 𝜎𝑀 ,
где 𝜎𝑀 — абсцисса абсолютной сходимости ряда Дирихле для дзета-функции моноида
𝑀 = 𝑁(𝐺).
Вообще говоря, 𝜁𝐺(𝛼) ̸= 𝜁(𝑀 |𝛼). Дело в том, что
𝜁𝐺(𝛼) =
∑︁
𝑔∈𝐺
1
𝑁𝛼(𝑔)
=
∑︁
𝑛∈𝑀
|𝑁−1(𝑛)|
𝑛𝛼
,
где 𝑁−1(𝑛) = {𝑔 ∈ 𝐺|𝑁(𝑔) = 𝑛} — прообраз натурального числа 𝑛 при гомоморфизме 𝑁(𝑔)
полугруппы 𝐺 в мультипликативный моноид N натуральных чисел, а |𝑁−1(𝑛)| — количество
элементов в этом прообразе, которое конечно в силу ограничений на гомоморфизм 𝑁(𝑔).
Таким образом, равенство дзета-функций возможно только в случае изоморфизма 𝐺 и
𝑀 = 𝑁(𝐺).
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Следующее важное обстоятельство связано с тем, что 𝑃 (𝑀) — множество простых эле-
ментов мультипликативного моноида 𝑀 , вообще говоря, не совпадает с образом множества
образующих элементов полугруппы 𝐺: 𝑃 (𝑀) ⊂ 𝑁(Ω(𝐺)).
Напомним, что если через 𝑃 (𝑀 |𝛼) обозначается эйлерово произведение:
𝑃 (𝑀 |𝛼) =
∏︁
𝑟∈𝑃 (𝑀)
(︂
1− 1
𝑟𝛼
)︂−1
,
тогда для произвольного моноида𝑀 натуральных чисел с однозначным разложением на про-
стые элементы справедливо равенство
𝜁(𝑀 |𝛼) = 𝑃 (𝑀 |𝛼).
Таким образом, возможны следующие ситуации:
𝜁(𝑀 |𝛼) ̸= 𝑃 (𝑀 |𝛼), 𝑃 (𝑀 |𝛼) ̸= 𝑃𝐺(𝛼) =
∏︁
𝑟∈𝑃 (𝑀)
(︂
1− 1
𝑟𝛼
)︂−|𝑁−1(𝑟)|
.
Рассмотрим в качестве 𝐺 мультипликативный моноид 𝑀(𝑃𝐸), порожденный экспоненци-
альной системой простых чисел 𝑃𝐸 типа 𝑞, где 𝑞 > 2 — любое натуральное число. Определим
два гомоморфизма мультипликативного моноида𝑀(𝑃𝐸) в мультипликативный моноид N на-
туральных чисел:
𝑁1 :𝑀(𝑃𝐸)→ N : 𝑁1
(︃
𝑛∏︁
𝜈=1
𝑝𝛽𝜈𝑗𝜈
)︃
= 𝑞
∑︀𝑛
𝜈=1 𝑗𝜈𝛽𝜈 ,
𝑁2 :𝑀(𝑃𝐸)→ N : 𝑁2
(︃
𝑛∏︁
𝜈=1
𝑝𝛽𝜈𝑗𝜈
)︃
= 𝑞
∑︀𝑛
𝜈=1(𝑗𝜈+1)𝛽𝜈 .
Обозначим через 𝑀1(𝑞) образ мультипликативного моноида 𝑀(𝑃𝐸) при гомоморфизме 𝑁1, а
через 𝑀2(𝑞) при гомоморфизме 𝑁2. Непосредственно из определения следует, что
𝑀1(𝑞) = {1, 𝑞, 𝑞2, . . .}, 𝑀2(𝑞) = {1, 𝑞2, 𝑞3, . . .}.
Отсюда сразу следует, что 𝑃 (𝑀1(𝑞)) = {𝑞} и 𝑃 (𝑀2(𝑞)) = {𝑞2, 𝑞3}.
Определим функции 𝜈𝑀(𝑃𝐸),1(𝑥) и 𝜈𝑀(𝑃𝐸),2(𝑥) с помощью равенств:
𝜈𝑀(𝑃𝐸),1(𝑥) =
∑︁
𝑛∈𝑀(𝑃𝐸), 𝑁1(𝑛)6𝑥
1, 𝜈𝑀(𝑃𝐸),2(𝑥) =
∑︁
𝑛∈𝑀(𝑃𝐸), 𝑁2(𝑛)6𝑥
1.
Лемма 4. Справедливы неравенства:
для любого 𝑛 ∈𝑀(𝑃𝐸) имеем 𝑁1(𝑛) 6 𝑛 6 𝑁2(𝑛),
𝜈𝑀(𝑃𝐸),2(𝑥) 6 𝜈𝑀(𝑃𝐸)(𝑥) 6 𝜈𝑀(𝑃𝐸),1(𝑥).
Доказательство. Пусть 𝑛 =
∏︀𝑛
𝜈=1 𝑝
𝛽𝜈
𝑗𝜈
, тогда, так как 𝑞𝑗𝜈 6 𝑝𝑗𝜈 6 𝑞𝑗𝜈+1, имеем неравен-
ства
𝑁1(𝑛) = 𝑞
∑︀𝑛
𝜈=1 𝑗𝜈𝛽𝜈 6 𝑛 6 𝑞
∑︀𝑛
𝜈=1(𝑗𝜈+1)𝛽𝜈 = 𝑁2(𝑛).
Отсюда сразу вытекает двустороннее неравенство для функции 𝜈𝑀(𝑃𝐸)(𝑥). 2
Обозначим через 𝑝1(𝑛) количество решений в неотрицательных целых числах 𝑥1, 𝑥2, . . . ,
𝑥𝑟, . . . диофантова уравнения
𝑛 = 1 · 𝑥1 + 2 · 𝑥2 + . . .+ 𝑟 · 𝑥𝑟 + . . . ,
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а через 𝑝2(𝑛) количество решений диофантова уравнения
𝑛 = 2 · 𝑥2 + . . .+ 𝑟 · 𝑥𝑟 + . . . .
Положим
𝑃1(𝑥) =
∑︁
𝑛6𝑥
𝑝1(𝑛), 𝑃2(𝑥) =
∑︁
𝑛6𝑥
𝑝2(𝑛).
Лемма 5. Справедливы равенства
𝜈𝑀(𝑃𝐸),1(𝑥) = 𝑃1
(︂
ln𝑥
ln 𝑞
)︂
, 𝜈𝑀(𝑃𝐸),2(𝑥) = 𝑃2
(︂
ln𝑥
ln 𝑞
)︂
.
Доказательство. Действительно, если 𝑁1(𝑛) = 𝑞𝑚, то 𝑚 =
∑︀𝑛
𝜈=1 𝑗𝜈𝛽𝜈 . Отсюда следует,
что количество 𝑛 ∈ 𝑀(𝑃𝐸), таких что 𝑁1(𝑛) = 𝑞𝑚, в точности равно 𝑝1(𝑚). Так как из
𝑁1(𝑛) = 𝑞
𝑚 6 𝑥 следует, что 𝑚 6 ln𝑥ln 𝑞 , то первое равенство доказано. Второе равенство
доказывается аналогично. 2
4. Об экспоненциальных последовательностях
Дадим следующее определение.
Определение 4. Пусть 𝑞 > 2 — произвольное натуральное число, тогда бесконечная
последовательность натуральных чисел 𝑞1 < 𝑞2 <. . .< 𝑞𝑛 <. . . называется экспоненциальной
последовательностью типа 𝑞, если выполняются соотношения 𝑞 6 𝑞1 < 𝑞2, 𝑞𝜈 6 𝑞𝜈 < 𝑞𝜈+1
(𝜈 > 2).
Таким образом, минимальной экспоненциальной последовательностью натуральных чисел
типа 𝑞 будет геометрическая прогрессия {𝑞, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑛, . . .} со знаменателем 𝑞, а максимальной
— сдвинутая геометрическая прогрессия {𝑞2 − 1, 𝑞3 − 1, . . . , 𝑞𝑛 − 1, . . .} со знаменателем 𝑞.
Если 𝑄𝐸 — произвольная экспоненциальная последовательность натуральных чисел типа 𝑞,
то через 𝑀(𝑄𝐸) будем обозначать минимальный мультипликативный моноид натуральных
чисел, порождённый последовательностью 𝑄𝐸. Таким образом,
𝑀(𝑄𝐸) =
{︃
𝑛 =
𝑚∏︁
𝜈=1
𝑞𝛽𝜈𝑗𝜈
⃒⃒⃒⃒
⃒𝛽𝜈 > 0 (𝜈 = 1, . . . ,𝑚),𝑚 > 0
}︃
.
Нетрудно задать гомоморфизм 𝑁 произвольной коммутативной свободной полугруппы
𝐺 с нейтральным элементом 𝑒 и системой образующих Ω(𝐺) в мультипликативный моноид
𝑀(𝑄𝐸), положив
𝑁(𝑒) = 1, 𝑁(𝜔𝜈) = 𝑞𝜈 (𝜈 = 1, 2, . . .).
Тогда для любого 𝑔 ∈ 𝐺 имеем:
𝑔 =
𝑚∏︁
𝜈=1
𝜔𝛽𝜈𝑗𝜈 , 𝑁(𝑔) =
𝑚∏︁
𝜈=1
𝑞𝛽𝜈𝑗𝜈 .
Если 𝑀(𝑄𝐸) моноид с однозначным разложением на образующие элементы, то по анало-
гии со случаем мультипликативного моноида 𝑀(𝑃𝐸) можно определить два гомоморфизма
𝑁1 и 𝑁2 мультипликативного моноида 𝑄𝐸 в мультипликативные моноиды 𝑀1(𝑞) и 𝑀2(𝑞),
соответственно.
174 Н. Н. Добровольский, И. Ю. Реброва, Н. М. Добровольский
Определим функции 𝜈𝑀(𝑄𝐸),1(𝑥) и 𝜈𝑀(𝑄𝐸),2(𝑥) с помощью равенств:
𝜈𝑀(𝑄𝐸),1(𝑥) =
∑︁
𝑛∈𝑀(𝑄𝐸), 𝑁1(𝑛)6𝑥
1, 𝜈𝑀(𝑄𝐸),2(𝑥) =
∑︁
𝑛∈𝑀(𝑄𝐸), 𝑁2(𝑛)6𝑥
1,
а функции 𝜈*𝑀(𝑄𝐸),1(𝑥) и 𝜈
*
𝑀(𝑄𝐸),2(𝑥) с помощью равенств:
𝜈*𝑀(𝑄𝐸),1(𝑥) =
∑︁
𝑔∈𝐺,𝑁1(𝑁(𝑔))6𝑥
1, 𝜈*𝑀(𝑄𝐸),2(𝑥) =
∑︁
𝑔∈𝐺,𝑁2(𝑁(𝑔))6𝑥
1.
Необходимо различать две функции 𝜈𝑀(𝑄𝐸)(𝑥) и 𝜈
*
𝑀(𝑄𝐸)(𝑥), которые задаются равенствами
𝜈𝑀(𝑄𝐸)(𝑥) =
∑︁
𝑛∈𝑀(𝑄𝐸), 𝑛6𝑥
1, 𝜈*𝑀(𝑄𝐸)(𝑥) =
∑︁
𝑔∈𝑔,𝑁(𝑔)6𝑥
1.
Ясно, что 𝜈𝑀(𝑄𝐸)(𝑥) 6 𝜈*𝑀(𝑄𝐸)(𝑥), так как при гомоморфизме 𝑁(𝑔) некоторые элементы могут
"склеиваться" . Таким образом, 𝜈*𝑀(𝑄𝐸)(𝑥) подсчитывает элементы в 𝑀(𝑄𝐸) с учетом крат-
ности, а 𝜈𝑀(𝑄𝐸)(𝑥) — без учёта кратности.
Лемма 6. Справедливы неравенства:
для любого 𝑛 ∈𝑀(𝑄𝐸) имеем 𝑁1(𝑛) 6 𝑛 6 𝑁2(𝑛),
𝜈𝑀(𝑄𝐸),2(𝑥) 6 𝜈𝑀(𝑄𝐸)(𝑥) 6 𝜈𝑀(𝑄𝐸),1(𝑥), 𝜈*𝑀(𝑄𝐸),2(𝑥) 6 𝜈*𝑀(𝑄𝐸)(𝑥) 6 𝜈*𝑀(𝑄𝐸),1(𝑥).
Доказательство. Дословно повторяет доказательство леммы 4. 2
Аналогом леммы 5 будет следующая лемма.
Лемма 7. Справедливы равенства
𝜈*𝑀(𝑃𝐸),1(𝑥) = 𝑃1
(︂
ln𝑥
ln 𝑞
)︂
, 𝜈*𝑀(𝑃𝐸),2(𝑥) = 𝑃2
(︂
ln𝑥
ln 𝑞
)︂
.
Доказательство. Действительно, если 𝑁1(𝑁(𝑔)) = 𝑞𝑚, то 𝑚 =
∑︀𝑛
𝜈=1 𝑗𝜈𝛽𝜈 . Отсюда сле-
дует, что количество 𝑔 ∈ 𝐺, таких что 𝑁1(𝑁(𝑔)) = 𝑞𝑚, в точности равно 𝑝1(𝑚). Так как из
𝑁1(𝑁(𝑔)) = 𝑞
𝑚 6 𝑥 следует, что 𝑚 6 ln𝑥ln 𝑞 , то первое равенство доказано. Второе равенство
доказывается аналогично. 2
Обозначим через PE𝑞 множество всех экспоненциальных последовательностей простых ти-
па 𝑞, а через QE𝑞 множество всех экспоненциальных последовательностей типа 𝑞.
Лемма 8. Для мощностей множеств PE𝑞 и QE𝑞 справедливо равенство
|PE𝑞| = |QE𝑞| = c.
Доказательство. Действительно, рассмотрим множество Δ всех бесконечных последо-
вательностей из 0 и 1. Как известно, его мощность — континуум: |Δ| = c. Каждой последова-
тельности 𝜀 = (𝜀1, 𝜀2, . . . , 𝜀𝑛, . . .) ∈ Δ поставим в соответствие экспоненциальную последова-
тельность 𝑄𝐸𝜀 типа 𝑞, заданную равенством
𝑄𝐸𝜀 = {𝑞 + 𝜀1, 𝑞2 + 𝜀2, . . . , 𝑞𝑛 + 𝜀𝑛, . . .}.
Так как все такие последовательности различные, то мощность множества всех экспоненци-
альных последовательностей типа 𝑞 — континуум.
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Из асимптотического закона распределения простых чисел вытекает, что для любого на-
турального 𝑞 > 2 найдутся две экспоненциальные последовательности простых типа 𝑞, пусть
это
𝑃𝐸1 = {𝑝1,1 < 𝑝1,2 < . . . < 𝑝1,𝑛 < . . .}, 𝑃𝐸2 = {𝑝2,1 < 𝑝2,2 < . . . < 𝑝2,𝑛 < . . .},
такие, что начиная с некоторого номера 𝑛0 имеем 𝑝1,𝑛 ̸= 𝑝2,𝑛 при 𝑛 > 𝑛0. Каждой последова-
тельности 𝜀 = (𝜀1, 𝜀2, . . . , 𝜀𝑛, . . .) ∈ Δ поставим в соответствие экспоненциальную последова-
тельность простых 𝑃𝐸𝜀 типа 𝑞, заданную равенством
𝑃𝐸𝜀 = {𝜀1𝑝1,1 + (1− 𝜀1)𝑝2,1, 𝜀2𝑝1,2 + (1− 𝜀2)𝑝2,2, . . . , 𝜀𝑛𝑝1,𝑛 + (1− 𝜀𝑛)𝑝2,𝑛, . . .}.
Так как любые две такие последовательности различные, если существует 𝑛 > 𝑛0 такое, что
элементы 𝜀 для этого номера различные, то мощность множества всех экспоненциальных
последовательностей простых типа 𝑞 — континуум. 2
Для дальнейшего нам потребуется экспоненциальная последовательность 𝑄𝐸1(𝑞, 𝑎) типа
𝑞, заданная равенством
𝑄𝐸1(𝑞, 𝑎) =
{︂
𝑞 + 𝑞
{︂
𝑎
𝑞
}︂
, 𝑞2 + 𝑞2
{︂
𝑎
𝑞2
}︂
, . . . , 𝑞𝑛 + 𝑞𝑛
{︂
𝑎
𝑞𝑛
}︂
, . . .
}︂
,
и последовательность 𝑄𝐸2(𝑞, 𝑎) типа 𝑞, заданная равенством
𝑄𝐸2(𝑞, 𝑎) =
{︂
𝑞2 − 𝑞
{︂
𝑎
𝑞
}︂
, 𝑞3 − 𝑞2
{︂
𝑎
𝑞2
}︂
, . . . , 𝑞𝑛+1 − 𝑞𝑛
{︂
𝑎
𝑞𝑛
}︂
, . . .
}︂
,
Заметим, что при 𝑛 > ln 𝑎ln 𝑞 справедливо равенство 𝑞
𝑛 + 𝑞𝑛
{︁
𝑎
𝑞𝑛
}︁
= 𝑞𝑛 + 𝑎 и равенство
𝑞𝑛+1 − 𝑞𝑛
{︁
𝑎
𝑞𝑛
}︁
= 𝑞𝑛+1 − 𝑎.
5. Следствия из аддитивной теоремы Ингама
Нам потребуется следующая аддитивная теорема Ингама (см. [23], стр. 180).
Теорема 5. Пусть 0 < 𝜆1 < 𝜆2 < . . . — данная последовательность вещественных
чисел, причём
𝑁(𝑢) = 𝐵𝑢𝛽 +𝑅(𝑢), 𝐵 > 0, 𝛽 > 0,
где 𝑁(𝑢) — количество чисел 𝜆𝜈 , не превосходящих 𝑢, и
𝑢∫︁
0
𝑅(𝑣)
𝑣
𝑑𝑣 = 𝑏 ln𝑢+ 𝑐+ 𝑜(1)
при 𝑢→∞. Для вещественного 𝑙 пусть будет 𝑝(𝑙) — количество решений уравнения
𝑙 = 𝑟1𝜆1 + 𝑟2𝜆2 + . . .
в целых 𝑟𝜈 > 0.
Обозначим для вещественного 𝑢 и ℎ > 0
𝑃 (𝑢) =
∑︁
𝑙<𝑢
𝑝(𝑙),
где суммирование ведется по дискретному множеству чисел 𝑙, для которых 𝑝(𝑙) ̸= 0, и
𝑃ℎ(𝑢) =
𝑃 (𝑢)− 𝑃 (𝑢− ℎ)
ℎ
.
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Тогда при 𝑢→∞
𝑃 (𝑢) ∼
(︂
1− 𝛼
2𝜋
)︂ 1
2
𝑒𝑐𝑀−(𝑏+
1
2)𝛼𝑢(𝑏+
1
2)(1−𝛼)− 12 𝑒
1
𝛼
(𝑀𝑢)𝛼 ,
где
𝛼 =
𝛽
𝛽 + 1
, 𝑀 = (𝐵𝛽Γ(𝛽 + 1)𝜁(𝛽 + 1))
1
𝛽 .
Также
𝑃ℎ(𝑢) ∼
(︂
1− 𝛼
2𝜋
)︂ 1
2
𝑒𝑐𝑀−(𝑏−
1
2)𝛼𝑢(𝑏−
1
2)(1−𝛼)− 12 𝑒
1
𝛼
(𝑀𝑢)𝛼 ,
где ℎ — такая положительная константа, что 𝑃ℎ(𝑢) есть неубывающая функция и (если ℎ
принадлежит к данной последовательности 𝜆𝜈 , то это условие выполняется).
Следствие 1. При 𝑥→∞ справедливы соотношения
𝑃1(𝑥) ∼ 1
2𝜋
√
2𝑥
𝑒
𝜋
√︁
2
3
𝑥
, 𝜈𝑀(𝑃𝐸),1(𝑥) ∼
1
2𝜋
√︁
2 ln𝑥ln 𝑞
𝑒
𝜋
√︁
2
3
ln 𝑥
ln 𝑞 .
Доказательство. Положим 𝜆𝜈 = 𝜈 (𝜈 = 1, 2, . . .), тогда 𝑁(𝑢) = [𝑢], 𝑅(𝑢) = [𝑢] − 𝑢,
𝐵 = 𝛽 = 1, 𝛼 = 12 , 𝑀 = 𝜁(2) =
𝜋2
6 и (см. [23], стр. 181)
𝑢∫︁
0
𝑅(𝑣)
𝑣
𝑑𝑣 = −1
2
ln𝑢− 1
2
ln 2𝜋 + 𝑜(1).
Таким образом, 𝑏 = −12 , 𝑐 = −12 ln 2𝜋. Поэтому по аддитивной теореме Ингама получим
𝑃1(𝑥) ∼
(︂
1
4𝜋
)︂ 1
2
𝑒−
ln 2𝜋
2 𝑥−
1
2 𝑒
2
(︁
𝜋2
6
𝑥
)︁ 1
2
=
1
2𝜋
√
2𝑥
𝑒
𝜋
√︁
2
3
𝑥
.
Отсюда следует, что
𝜈𝑀(𝑃𝐸),1(𝑥) = 𝑃1
(︂
ln𝑥
ln 𝑞
)︂
∼ 1
2𝜋
√︁
2 ln𝑥ln 𝑞
𝑒
𝜋
√︁
2
3
ln 𝑥
ln 𝑞 .
2
Следствие 2. При 𝑥→∞ справедливы соотношения
𝑃2(𝑥) ∼ 1
4
√
3𝑥
𝑒
𝜋
√︁
2
3
𝑥
, 𝜈𝑀(𝑃𝐸),2(𝑥) ∼
ln 𝑞
4
√
3 ln𝑥
𝑒
𝜋
√︁
2
3
ln 𝑥
ln 𝑞 .
Доказательство. Положим 𝜆𝜈 = 𝜈 + 1 (𝜈 = 1, 2, . . .), 𝑓(𝑢) = [𝑢]− 1, тогда
𝑁(𝑢) =
{︂
0, при 0 6 𝑢 6 1,
𝑓(𝑢), при 𝑢 > 1, 𝑅(𝑢) =
{︂ −𝑢, при 0 6 𝑢 6 1,
𝑓(𝑢)− 𝑢, при 𝑢 > 1,
𝐵 = 𝛽 = 1, 𝛼 = 12 , 𝑀 = 𝜁(2) =
𝜋2
6 и
𝑢∫︁
0
𝑅(𝑣)
𝑣
𝑑𝑣 = −3
2
ln𝑢− 1
2
ln 2𝜋 + 𝑜(1).
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Таким образом, 𝑏 = −32 , 𝑐 = −12 ln 2𝜋. Поэтому по аддитивной теореме Ингама получим
𝑃2(𝑥) ∼
(︂
1
4𝜋
)︂ 1
2
𝑒−
ln 2𝜋
2
(︂
𝜋2
6
)︂ 1
2
𝑥−1𝑒2
(︁
𝜋2
6
𝑥
)︁ 1
2
=
1
4
√
3𝑥
𝑒
𝜋
√︁
2
3
𝑥
.
Отсюда следует, что
𝜈𝑀(𝑃𝐸),2(𝑥) = 𝑃2
(︂
ln𝑥
ln 𝑞
)︂
∼ ln 𝑞
4
√
3 ln𝑥
𝑒
𝜋
√︁
2
3
ln 𝑥
ln 𝑞 .
2
Следствие 3. При 𝑥→∞ справедливы соотношения
𝜈𝑀(𝑄𝐸1(𝑞,1))(𝑥) ∼
√
ln 𝑞
2𝜋𝑒𝑐(𝑞)
√
2 ln𝑥
𝑒
𝜋
√︁
2
3
ln 𝑥
ln 𝑞 .
Доказательство. Положим 𝜆𝜈 = ln (𝑞𝜈 + 1) = 𝜈 ln 𝑞 + ln
(︁
1 + 1𝑞𝜈
)︁
(𝜈 = 1, 2, . . .), тогда
𝑁(𝑢) =
𝑢
ln 𝑞
+𝑅(𝑢) =
{︂
0, при 0 6 𝑢 < 𝜆1,
𝜈, при 𝜆𝜈 6 𝑢 < 𝜆𝜈+1,
𝑅(𝑢) =
{︃
− 𝑢ln 𝑞 , при 0 6 𝑢 < 𝜆1,
𝜈 − 𝑢ln 𝑞 , при 𝜆𝜈 6 𝑢 < 𝜆𝜈+1,
𝐵 = 1ln 𝑞 , 𝛽 = 1, 𝛼 =
1
2 , 𝑀 =
𝜁(2)
ln 𝑞 =
𝜋2
6 ln 𝑞 и при 𝜆𝑛 6 𝑢 < 𝜆𝑛+1
𝑢∫︁
0
𝑅(𝑣)
𝑣
𝑑𝑣 = − 𝑢
ln 𝑞
+
𝑛−1∑︁
𝜈=1
𝜈 ln
𝜆𝜈+1
𝜆𝜈
+ 𝑛 ln
𝑢
𝜆𝑛
= − 𝑢
ln 𝑞
−
𝑛∑︁
𝜈=1
ln𝜆𝜈 + 𝑛 ln𝑢 =
= 𝑛 ln𝑢− 𝑢
ln 𝑞
−
𝑛∑︁
𝜈=1
⎛⎝ln 𝜈 + ln ln 𝑞 + ln
⎛⎝1 + ln
(︁
1 + 1𝑞𝜈
)︁
𝜈 ln 𝑞
⎞⎠⎞⎠ .
Заметим, что 𝑢 = 𝑛 ln 𝑞 + 𝜃(𝑢), ln
(︁
1 + 1𝑞𝑛
)︁
6 𝜃(𝑢) < ln 𝑞 + ln
(︁
1 + 1
𝑞𝑛+1
)︁
, ln𝑢 = ln𝑛 + ln ln 𝑞+
+ ln
(︁
1 + 𝜃(𝑢)𝑛 ln 𝑞
)︁
,
ln𝑛+ln ln 𝑞+ln
⎛⎝1 + ln
(︁
1 + 1𝑞𝑛
)︁
𝑛 ln 𝑞
⎞⎠6 ln𝑢< ln𝑛+ln(︂1 + 1
𝑛
)︂
+ln ln 𝑞+ln
⎛⎝1 + ln
(︁
1 + 1
𝑞𝑛+1
)︁
(𝑛+ 1) ln 𝑞
⎞⎠. (11)
Применим формулу Стирлинга
𝑛∑︁
𝜈=1
ln 𝜈 =
1
2
(ln 2𝜋 + ln𝑛) + 𝑛 ln𝑛− 𝑛+ 1
12𝑛+ 𝜃𝑛
,
где 0 < 𝜃𝑛 < 1. Получим
𝑢∫︁
0
𝑅(𝑣)
𝑣
𝑑𝑣 = 𝑛 ln𝑛+ 𝑛 ln ln 𝑞 + 𝑛 ln
(︂
1 +
𝜃(𝑢)
𝑛 ln 𝑞
)︂
− 𝑛− 𝜃(𝑢)
ln 𝑞
−
−
(︂
1
2
(ln 2𝜋 + ln𝑛) + 𝑛 ln𝑛− 𝑛+ 1
12𝑛+ 𝜃𝑛
)︂
− 𝑛 ln ln 𝑞 −
𝑛∑︁
𝜈=1
ln
⎛⎝1 + ln
(︁
1 + 1𝑞𝜈
)︁
𝜈 ln 𝑞
⎞⎠ =
= 𝑛 ln
(︂
1 +
𝜃(𝑢)
𝑛 ln 𝑞
)︂
− 𝜃(𝑢)
ln 𝑞
− 1
2
ln 2𝜋 − ln𝑛
2
− 1
12𝑛+ 𝜃𝑛
−
𝑛∑︁
𝜈=1
ln
⎛⎝1 + ln
(︁
1 + 1𝑞𝜈
)︁
𝜈 ln 𝑞
⎞⎠ .
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Так как 𝑛 ln
(︁
1 + 𝜃(𝑢)𝑛 ln 𝑞
)︁
− 𝜃(𝑢)ln 𝑞 = 𝑂
(︁
𝜃2(𝑢)
𝑛 ln2 𝑞
)︁
, ln𝑛2 =
ln𝑢
2 − ln ln 𝑞2 +𝑂
(︀
1
𝑛
)︀
, сходится ряд
𝑐(𝑞) =
∞∑︁
𝜈=1
ln
⎛⎝1 + ln
(︁
1 + 1𝑞𝜈
)︁
𝜈 ln 𝑞
⎞⎠
и для остаточного ряда справедливо асимптотическое равенство
∞∑︁
𝜈=𝑛+1
ln
⎛⎝1 + ln
(︁
1 + 1𝑞𝜈
)︁
𝜈 ln 𝑞
⎞⎠ = 𝑂(︂ 1
𝑛𝑞𝑛
)︂
,
то справедливо асимптотическое равенство
𝑢∫︁
0
𝑅(𝑣)
𝑣
𝑑𝑣 = − ln𝑢
2
+
ln ln 𝑞
2
− 1
2
ln 2𝜋 − 𝑐(𝑞) +𝑂
(︂
1
𝑛
)︂
.
Таким образом, 𝑏 = −12 , 𝑐 = ln ln 𝑞2 − 12 ln 2𝜋 − 𝑐(𝑞). Поэтому по аддитивной теореме Ингама
получим
𝑃 (𝑥) ∼
(︂
1
4𝜋
)︂ 1
2
𝑒
ln ln 𝑞
2
− ln 2𝜋
2
−𝑐(𝑞)𝑥−
1
2 𝑒
2
(︁
𝜋2
6 ln 𝑞
𝑥
)︁ 1
2
=
√
ln 𝑞
2𝜋𝑒𝑐(𝑞)
√
2𝑥
𝑒
𝜋
√︁
2
3 ln 𝑞
𝑥
.
Отсюда следует, что, так как для 𝑞𝜈 = 𝑞𝜈 + 1 неравенство
𝑚∏︁
𝜈=1
𝑞𝛽𝜈𝑗𝜈 6 𝑥
равносильно неравенству
𝑚∑︁
𝜈=1
𝜆𝑗𝜈𝛽𝜈 6 ln𝑥,
то 𝜈𝑀(𝑄𝐸1(𝑞,1))(𝑥) = 𝑃 (ln𝑥) и
𝜈𝑀(𝑄𝐸1(𝑞,1))(𝑥) = 𝑃 (ln𝑥) ∼
√
ln 𝑞
2𝜋𝑒𝑐(𝑞)
√
2 ln𝑥
𝑒
𝜋
√︁
2
3
ln 𝑥
ln 𝑞 .
2
Следствие 4. При 𝑥→∞ справедливы соотношения
𝜈𝑀(𝑄𝐸2(𝑞,1))(𝑥) ∼
√︀
ln3 𝑞
2𝜋𝑒𝑐1(𝑞)
√
2𝑥
𝑒
𝜋
√︁
2
3
ln 𝑥
ln 𝑞 .
Доказательство. Положим 𝜆𝜈 = ln
(︀
𝑞𝜈+1 − 1)︀ = (𝜈 + 1) ln 𝑞+ ln(︁1− 1
𝑞𝜈+1
)︁
(𝜈 = 1, 2, . . .),
тогда
𝑁(𝑢) =
𝑢
ln 𝑞
+𝑅(𝑢) =
{︂
0, при 0 6 𝑢 < 𝜆1,
𝜈, при 𝜆𝜈 6 𝑢 < 𝜆𝜈+1,
𝑅(𝑢) =
{︃
− 𝑢ln 𝑞 , при 0 6 𝑢 < 𝜆1,
𝜈 − 𝑢ln 𝑞 , при 𝜆𝜈 6 𝑢 < 𝜆𝜈+1,
𝐵 = 1ln 𝑞 , 𝛽 = 1, 𝛼 =
1
2 , 𝑀 =
𝜁(2)
ln 𝑞 =
𝜋2
6 ln 𝑞 и при 𝜆𝑛 6 𝑢 < 𝜆𝑛+1
𝑢∫︁
0
𝑅(𝑣)
𝑣
𝑑𝑣 = − 𝑢
ln 𝑞
+
𝑛−1∑︁
𝜈=1
𝜈 ln
𝜆𝜈+1
𝜆𝜈
+ 𝑛 ln
𝑢
𝜆𝑛
= − 𝑢
ln 𝑞
−
𝑛∑︁
𝜈=1
ln𝜆𝜈 + 𝑛 ln𝑢 =
= 𝑛 ln𝑢− 𝑢
ln 𝑞
−
𝑛∑︁
𝜈=1
⎛⎝ln(𝜈 + 1) + ln ln 𝑞 + ln
⎛⎝1 + ln
(︁
1− 1
𝑞𝜈+1
)︁
(𝜈 + 1) ln 𝑞
⎞⎠⎞⎠ .
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Заметим, что 𝑢 = (𝑛+1) ln 𝑞+𝜃(𝑢), ln
(︁
1− 1
𝑞𝑛+1
)︁
6 𝜃(𝑢) < ln 𝑞+ln
(︁
1− 1
𝑞𝑛+2
)︁
, ln𝑢 = ln(𝑛+1)+
+ ln ln 𝑞 + ln
(︁
1 + 𝜃(𝑢)(𝑛+1) ln 𝑞
)︁
,
ln(𝑛+1)+ln ln 𝑞+ln
⎛⎝1+ ln
(︁
1− 1
𝑞𝑛+1
)︁
(𝑛+ 1) ln 𝑞
⎞⎠6 ln𝑢< ln(𝑛+1)+ln(︂1 + 1
𝑛+ 1
)︂
+ln ln 𝑞+ln
⎛⎝1+ ln
(︁
1− 1
𝑞𝑛+2
)︁
(𝑛+ 2) ln 𝑞
⎞⎠.
Применим формулу Стирлинга
𝑛∑︁
𝜈=1
ln(𝜈 + 1) =
1
2
(ln 2𝜋 + ln(𝑛+ 1)) + (𝑛+ 1) ln(𝑛+ 1)− (𝑛+ 1) + 1
12(𝑛+ 1) + 𝜃𝑛+1
,
где 0 < 𝜃𝑛+1 < 1. Получим
𝑢∫︁
0
𝑅(𝑣)
𝑣
𝑑𝑣 = 𝑛 ln(𝑛+ 1) + 𝑛 ln ln 𝑞 + 𝑛 ln
(︂
1 +
𝜃(𝑢)
(𝑛+ 1) ln 𝑞
)︂
− (𝑛+ 1)− 𝜃(𝑢)
ln 𝑞
−
−
(︂
1
2
(ln 2𝜋 + ln(𝑛+ 1)) + (𝑛+ 1) ln(𝑛+ 1)− (𝑛+ 1) + 1
12(𝑛+ 1) + 𝜃𝑛+1
)︂
− 𝑛 ln ln 𝑞−
−
𝑛∑︁
𝜈=1
ln
⎛⎝1 + ln
(︁
1− 1
𝑞𝜈+1
)︁
(𝜈 + 1) ln 𝑞
⎞⎠ = 𝑛 ln(︂1 + 𝜃(𝑢)
(𝑛+ 1) ln 𝑞
)︂
− 𝜃(𝑢)
ln 𝑞
− 1
2
ln 2𝜋 − 3 ln(𝑛+ 1)
2
−
− 1
12(𝑛+ 1) + 𝜃𝑛+1
−
𝑛∑︁
𝜈=1
ln
⎛⎝1 + ln
(︁
1− 1
𝑞𝜈+1
)︁
(𝜈 + 1) ln 𝑞
⎞⎠ .
Так как 𝑛 ln
(︁
1 + 𝜃(𝑢)(𝑛+1) ln 𝑞
)︁
− 𝜃(𝑢)ln 𝑞 = 𝑂
(︁
𝜃(𝑢)
𝑛 ln 𝑞
)︁
, 3 ln(𝑛+1)2 =
3 ln𝑢
2 − 3 ln ln 𝑞2 +𝑂
(︀
1
𝑛
)︀
, сходится ряд
𝑐1(𝑞) =
∞∑︁
𝜈=1
ln
⎛⎝1 + ln
(︁
1− 1
𝑞𝜈+1
)︁
(𝜈 + 1) ln 𝑞
⎞⎠
и для остаточного ряда справедливо асимптотическое равенство
∞∑︁
𝜈=𝑛+1
ln
⎛⎝1 + ln
(︁
1− 1
𝑞𝜈+1
)︁
(𝜈 + 1) ln 𝑞
⎞⎠ = 𝑂(︂ 1
𝑛𝑞𝑛
)︂
,
то справедливо асимптотическое равенство
𝑢∫︁
0
𝑅(𝑣)
𝑣
𝑑𝑣 = −3 ln𝑢
2
+
3 ln ln 𝑞
2
− 1
2
ln 2𝜋 − 𝑐1(𝑞) +𝑂
(︂
1
𝑛
)︂
.
Таким образом, 𝑏 = −32 , 𝑐 = 3 ln ln 𝑞2 − 12 ln 2𝜋−𝑐1(𝑞). Поэтому по аддитивной теореме Ингама
получим
𝑃 (𝑥) ∼
(︂
1
4𝜋
)︂ 1
2
𝑒
3 ln ln 𝑞
2
− ln 2𝜋
2
−𝑐1(𝑞)𝑥−1𝑒2
(︁
𝜋2
6 ln 𝑞
𝑥
)︁ 1
2
=
√︀
ln3 𝑞
2𝜋𝑒𝑐1(𝑞)
√
2𝑥
𝑒
𝜋
√︁
2
3 ln 𝑞
𝑥
.
Отсюда следует, что, так как для 𝑞𝜈 = 𝑞𝜈+1 − 1 неравенство
𝑚∏︁
𝜈=1
𝑞𝛽𝜈𝑗𝜈 6 𝑥
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равносильно неравенству
𝑚∑︁
𝜈=1
𝜆𝑗𝜈𝛽𝜈 6 ln𝑥,
то 𝜈𝑀(𝑄𝐸2(𝑞,1))(𝑥) = 𝑃 (ln𝑥) и
𝜈𝑀(𝑄𝐸2(𝑞,1))(𝑥) = 𝑃 (ln𝑥) ∼
√︀
ln3 𝑞
2𝜋𝑒𝑐1(𝑞)
√
2𝑥
𝑒
𝜋
√︁
2
3
ln 𝑥
ln 𝑞 .
2
Перейдём к изучению более сложного случая поведения функции 𝜈𝑀(𝑃𝐸)(𝑥).
Через 𝜆𝜈 обозначим ln 𝑝𝜈 , где простые числа 𝑝𝜈 образуют экспоненциальную систему 𝑃𝐸
типа 𝑞. Ясно, что величина 𝑁(𝑢) выражается через величину 𝜋𝑃𝐸(𝑥) по следующей формуле
𝑁(𝑢) = 𝜋𝑃𝐸 (𝑒
𝑢) .
Действительно, 𝜆𝜈 < 𝑢 тогда и только тогда, когда 𝑝𝜈 = 𝑒𝜆𝜈 < 𝑒𝑢.
Из теоремы 2 получаем, что
𝑁(𝑢) =
𝑢
ln 𝑞
+𝑅(𝑢), 𝑅(𝑢) = −
{︂
𝑢
ln 𝑞
− ln 𝑝𝑛
ln 𝑞
}︂
−
{︂
ln 𝑝𝑛
ln 𝑞
}︂
при 𝑛 ln 𝑞 6 𝑢 < (𝑛+1) ln 𝑞. Следовательно, 𝐵 = 1ln 𝑞 , 𝛽 = 1. Нам необходимо изучить поведение
интеграла
𝑢∫︀
0
𝑅(𝑣)
𝑣 𝑑𝑣. Сложность заключается в том, что 𝜈 ln 𝑞 6 𝜆𝜈 < (𝜈 + 1) ln 𝑞 и более тес-
ных границ для произвольной экспоненциальной последовательности простых задать нельзя.
Анализируя доказательства предыдущих следствий, мы видим, что существенную роль играет
поведение величин 𝛿𝜈 =
𝜆𝜈−𝜈 ln 𝑞
𝜈 ln 𝑞 ,
ln
(︁
1+ 1
𝑞𝜈
)︁
𝜈 ln 𝑞 6 𝛿𝜈 6
ln 𝑞+ln
(︁
1− 1
𝑞𝜈+1
)︁
𝜈 ln 𝑞 и суммы
𝑆𝑛(𝑃𝐸, 𝑞) =
𝑛∑︁
𝜈=1
ln(1 + 𝛿𝜈), 𝑐(𝑞)−𝑂
(︂
1
𝑛
)︂
6 𝑆𝑛(𝑃𝐸, 𝑞) 6 ln𝑛+𝑂 (1) .
Лемма 9. Справедливо равенство
𝑢∫︁
0
𝑅(𝑣)
𝑣
𝑑𝑣 = − ln𝑢
2
+
ln ln 𝑞
2
− 1
2
ln 2𝜋 +𝑂
(︂
1
𝑛
)︂
− 𝑆𝑛(𝑃𝐸, 𝑞).
Доказательство. Рассмотрим поведение функции 𝑅(𝑣) на различных интервалах изме-
нения.
При 0 6 𝑣 < 𝜆1 = ln 𝑝1 имеем 𝑁(𝑣) = 0,
𝑅(𝑣) =
{︃ − 𝑣ln 𝑞 , при 0 6 𝑣 < ln 𝑞,
−1−
{︁
𝑣
ln 𝑞
}︁
= − 𝑣ln 𝑞 , при ln 𝑞 6 𝑣 < 𝜆1,
𝑢∫︁
0
𝑅(𝑣)
𝑣
𝑑𝑣 = − 𝑢
ln 𝑞
.
При 𝜆𝑛 6 𝑣 < 𝜆𝑛+1 (𝑛 = 1, 2, . . .) имеем 𝑁(𝑣) = 𝑛, 𝑅(𝑣) = − 𝑣ln 𝑞 + 𝑛. Отсюда следует, что
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при 𝜆𝑛 6 𝑢 < 𝜆𝑛+1 имеем:
𝑢∫︁
0
𝑅(𝑣)
𝑣
𝑑𝑣 = − 𝜆1
ln 𝑞
+
𝑛−1∑︁
𝜈=1
𝜆𝜈+1∫︁
𝜆𝜈
𝑅(𝑣)
𝑣
𝑑𝑣 +
𝑢∫︁
𝜆𝑛
𝑅(𝑣)
𝑣
𝑑𝑣 = − 𝜆1
ln 𝑞
−
𝑛−1∑︁
𝜈=1
(︂
𝜆𝜈+1 − 𝜆𝜈
ln 𝑞
− 𝜈 ln 𝜆𝜈+1
𝜆𝜈
)︂
−
−
(︂
𝑢− 𝜆𝑛
ln 𝑞
− 𝑛 ln 𝑢
𝜆𝜈
)︂
= − 𝑢
ln 𝑞
−
𝑛∑︁
𝜈=1
ln𝜆𝜈 + 𝑛 ln𝑢 = 𝑛 ln𝑢− 𝑢
ln 𝑞
−
𝑛∑︁
𝜈=1
(ln 𝜈 + ln ln 𝑞)−
−
𝑛∑︁
𝜈=1
ln(1 + 𝛿𝜈) = 𝐹 (𝑢)− 𝑆𝑛(𝑃𝐸, 𝑞), 𝐹 (𝑢) = 𝑛 ln𝑢− 𝑢
ln 𝑞
−
𝑛∑︁
𝜈=1
(ln 𝜈 + ln ln 𝑞).
Заметим, что 𝑢 = 𝑛 ln 𝑞+ 𝜃(𝑢), 0 < 𝜆𝑛− 𝑛 ln 𝑞 6 𝜃(𝑢) < 𝜆𝑛+1− 𝑛 ln 𝑞 < ln 𝑞, ln𝑢 = ln𝑛+ ln ln 𝑞+
+ ln
(︁
1 + 𝜃(𝑢)𝑛 ln 𝑞
)︁
, поэтому как и при доказательстве следствия 3 получим
𝐹 (𝑢) = 𝑛 ln
(︂
1 +
𝜃(𝑢)
𝑛 ln 𝑞
)︂
− 𝜃(𝑢)
ln 𝑞
− 1
2
ln 2𝜋 − ln𝑛
2
− 1
12𝑛+ 𝜃𝑛
.
Так как 𝑛 ln
(︁
1 + 𝜃(𝑢)𝑛 ln 𝑞
)︁
− 𝜃(𝑢)ln 𝑞 = 𝑂
(︁
𝜃2(𝑢)
𝑛 ln2 𝑞
)︁
, ln𝑛2 =
ln𝑢
2 − ln ln 𝑞2 +𝑂
(︀
1
𝑛
)︀
, то
𝐹 (𝑢) = − ln𝑢
2
+
ln ln 𝑞
2
− 1
2
ln 2𝜋 +𝑂
(︂
1
𝑛
)︂
,
𝑢∫︁
0
𝑅(𝑣)
𝑣
𝑑𝑣 = − ln𝑢
2
+
ln ln 𝑞
2
− 1
2
ln 2𝜋 +𝑂
(︂
1
𝑛
)︂
− 𝑆𝑛(𝑃𝐸, 𝑞).
2
Из доказанной леммы следует, что мы не можем непосредственно применить аддитивную
теорему Ингама для получения асимптотики величины 𝜈𝑀(𝑃𝐸)(𝑥) для произвольной экспо-
ненциальной последовательности простых 𝑃𝐸 типа 𝑞.
Следствие 5. При 𝑥→∞ справедливы соотношения
ln 𝜈𝑀(𝑃𝐸)(𝑥) ∼ 𝜋
√︃
2
3
ln𝑥
ln 𝑞
.
Доказательство. Согласно лемме 4
𝜈𝑀(𝑃𝐸),2(𝑥) 6 𝜈𝑀(𝑃𝐸)(𝑥) 6 𝜈𝑀(𝑃𝐸),1(𝑥).
Следовательно,
ln 𝜈𝑀(𝑃𝐸),2(𝑥) 6 ln 𝜈𝑀(𝑃𝐸)(𝑥) 6 ln 𝜈𝑀(𝑃𝐸),1(𝑥).
Из следствия 1 вытекает, что
ln 𝜈𝑀(𝑃𝐸),1(𝑥) ∼ 𝜋
√︃
2
3
ln𝑥
ln 𝑞
.
Из следствия 2 вытекает, что
ln 𝜈𝑀(𝑃𝐸),2(𝑥) ∼ 𝜋
√︃
2
3
ln𝑥
ln 𝑞
.
Объединяя оба доказанных соотношения, получаем утверждение следствия. 2
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6. Заключение
В работе [6] и ряде последующих Б. М. Бредихин работал с понятием степенной плотно-
сти последовательности. Из следствий 1–5 видно, что это понятие не работает в случае мо-
ноидов, образованных произвольной экспоненциальной последовательностью простых. Есте-
ственно дать новое определение.
Определение 5. Последовательность𝑀 натуральных чисел имеет 𝐶 логарифмическую
𝜃-степенную плотность, если для функции 𝜈𝑀 (𝑥), заданной равенством
𝜈𝑀 (𝑥) =
∑︁
𝑛∈𝑀,𝑛6𝑥
1,
справедливо равенство
lim
𝑥→∞
ln 𝜈𝑀 (𝑥)
ln𝜃 𝑥
= 𝐶, 𝐶 > 0, 𝜃 > 0.
Из следствия 5 следует, что любой моноид 𝑀(𝑃𝐸) для произвольной экспоненциальной
последовательности простых 𝑃𝐸 типа 𝑞 имеет 𝐶 логарифмическую 𝜃-степенную плотность с
𝐶 = 𝜋
√︁
2
3 ln 𝑞 и 𝜃 =
1
2 .
В заключение авторы выражают свою благодарность профессору В. Н. Чубарикову за
полезные обсуждения и внимание к работе.
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